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Le groupe de la marche

(Fayolle, puis Bousquet-Mélou et Mishna)
Pour les petits pas, on écrit
S(X,Y) = A(X)Y T+ Ao(X) + Al(X)Y
=B 1(Y)X 1+ By(Y) + Bi(Y)X
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Le groupe de la marche

(Fayolle, puis Bousquet-Mélou et Mishna)
Pour les petits pas, on écrit
S(X,Y) = A_1(X)Y ™+ Ao(X) + Ai(X)Y
=B 1(Y)X 1+ By(Y) + Bi(Y)X

On définit deux transformations birationnelles de C x C

O (X,Y) <\;\‘1—(1)(<>)<)’Y) v (X,Y) (X,%)
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Le groupe de la marche

(Fayolle, puis Bousquet-Mélou et Mishna)
Pour les petits pas, on écrit
S(X,Y) = A_1(X)Y ™+ Ao(X) + Ai(X)Y
=B 1(Y)X 1+ By(Y) + Bi(Y)X
On définit deux transformations birationnelles de C x C

O (X,Y) <\;\‘1—(1)(<>)<)’Y) v (X,Y) (X,%)

S(u,v) = S(u,v') ssi (u,v') = (u,v) ou (u,v') = V(u,v).
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Le groupe de la marche

(Fayolle, puis Bousquet-Mélou et Mishna)
Pour les petits pas, on écrit
S(X,Y) =A1(X)Y 1+ A(X) + Au(X)Y
=B 1(Y)X 1+ By(Y) + Bi(Y)X
On définit deux transformations birationnelles de C x C

O (X,Y) <m,y) v (X,Y) (X,%)

S(u,v) = S(u,v') ssi (u,v') = (u,v) ou (u,v') = V(u,v).
Le groupe de la marche est G = (®, V).
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Orbite du groupe de la marche

(z, 7Y) (2y,y) U(u,v) = (u, uv)

D ‘ Y

\/
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Exemple de simplification

xyK(x,y, )Q(x, y,t) = xy — R(x,t) — S(y, t)
xiyK(x,¥)Q(Xy,y) = x1y — R(x1,t) — S(y, t)
lelK(X7y7 t)Q(vaa t) = X1Y2 — R(Xla t) - 5(}’17 t)
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Exemple de simplification

xyK(x,y, )Q(x, y,t) = xy — R(x,t) — S(y, t)
xiyK(x,¥)Q(Xy,y) = x1y — R(x1,t) — S(y, t)
lelK(X7y7 t)Q(vaa t) = X1Y2 — R(Xla t) - 5()’17 t)

K(x,y, t) (xyQ(x,y, t) + G(x,y, t)) = H(x, y, t)
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Exemple de simplification

xyK(x,y, )Q(x, y,t) = xy — R(x,t) — S(y, t)
xiyK(x,¥)Q(Xy,y) = x1y — R(x1,t) — S(y, t)
lelK(X7y7 t)Q(vaa t) = X1Y2 — R(Xla t) - 5()’17 t)

K(x,y, t) (xyQ(x,y, t) + G(x,y, t)) = H(x, y, t)

XyQ(XaYa t) = [X>y>] H(vavt)/K(X7Y7 t)
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Orbite (tout court)

(Bostan, Bousquet-Mélou, Melczer)

W modéle 2D & poids non trivial, K = C(x, y)
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Orbite (tout court)

(Bostan, Bousquet-Mélou, Melczer)
W modéle 2D & poids non trivial, K = C(x, y)
Pour (u,v) € K x K avec S(u,v) = S(v/, V') :
o (u,v)~*(,V)siu=1
o (u,v)~Y (U, v)siv=yv

o (u,v)~ (v, V) si(u,v)~*(u,v')ou (u,v)~ (v, V)
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Orbite (tout court)

(Bostan, Bousquet-Mélou, Melczer)
W modéle 2D & poids non trivial, K = C(x, y)
Pour (u,v) € K x K avec S(u,v) = S(v/, V') :
o (u,v)~*(,V)siu=1
o (u,v)~Y (U, v)siv=yv
® (u,v)~ (U, v)si(u,v)~ (v, v)ou (u,v) ~ (J, V)

L'orbite est I'ensemble des paires (u, v) telles que (x,y) ~* (u, v), et est
notée O.
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Orbite (tout court)

(Bostan, Bousquet-Mélou, Melczer)
W modéle 2D & poids non trivial, K = C(x, y)
Pour (u,v) € K x K avec S(u,v) = S(v/, V') :
o (u,v)~*(,V)siu=1
o (u,v)~Y (U, v)siv=yv
® (u,v)~ (U, v)si(u,v)~ (v, v)ou (u,v) ~ (J, V)

L'orbite est I'ensemble des paires (u, v) telles que (x,y) ~* (u, v), et est
notée O.
S(Xay) = S(Xay/) = S(X/7yl) == S(”’ V)
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Exemple a grands pas (GM)

(O e )

(x2)

(xy)

(2, 35)
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Action d'automorphismes de corps

Rappel : si K/L est une extension de corps, un L-automorphisme de K
est un homomorphisme d’anneaux o : K — K qui vérifie o, = id.
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Action d'automorphismes de corps

Rappel : si K/L est une extension de corps, un L-automorphisme de K
est un homomorphisme d’anneaux o : K — K qui vérifie o, = id.

Pour o un C-automorphisme de K, on définit o - (u, v) = (o(u), o(v))
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Action d'automorphismes de corps

Rappel : si K/L est une extension de corps, un L-automorphisme de K
est un homomorphisme d’anneaux o : K — K qui vérifie o, = id.

Pour o un C-automorphisme de K, on définit o - (u, v) = (o(u), o(v))

Soit (u, v) dans O et o un C-automorphisme de K.
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Action d'automorphismes de corps

Rappel : si K/L est une extension de corps, un L-automorphisme de K
est un homomorphisme d’anneaux o : K — K qui vérifie o, = id.

Pour o un C-automorphisme de K, on définit o - (u, v) = (o(u), o(v))
Soit (u, v) dans O et o un C-automorphisme de K.

S(va) = S(va/) = S(Xl7yl) == 5(“7 V)
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Action d'automorphismes de corps

Rappel : si K/L est une extension de corps, un L-automorphisme de K
est un homomorphisme d’anneaux o : K — K qui vérifie o, = id.

Pour o un C-automorphisme de K, on définit o - (u, v) = (o(u), o(v))
Soit (u, v) dans O et o un C-automorphisme de K.

S(x,y) = S(x,y') = S(,y') = -+ = S(u,v)

S(a(x),0(y)) = S(o(x),0(y")) = S(a(x),0(y")) = --- = S(o(u), o(v))



Introduction Orbite et formalisme Galoisien Invariants et découplage

000000800 Q000000000000 000

Action d'automorphismes de corps

Rappel : si K/L est une extension de corps, un L-automorphisme de K
est un homomorphisme d’anneaux o : K — K qui vérifie o, = id.

Pour o un C-automorphisme de K, on définit o - (u, v) = (o(u), o(v))
Soit (u, v) dans O et o un C-automorphisme de K.

S(x,y) = S(x,y') = S(,y') = -+ = S(u,v)

S(a(x),0(y)) = S(o(x),0(y")) = S(a(x),0(y")) = --- = S(o(u), o(v))

Si de plus o fixe x et S(x,y) on a

S(x,y) = S(x,0(y)) = S(o(x),0(y)) = --- = S(a(u),a(v))
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Action d'automorphismes de corps

Rappel : si K/L est une extension de corps, un L-automorphisme de K
est un homomorphisme d’anneaux o : K — K qui vérifie o, = id.

Pour o un C-automorphisme de K, on définit o - (u, v) = (o(u), o(v))

Soit (u, v) dans O et o un C-automorphisme de K.

S(va) = 5(X7y/) = S(Xl7yl) == 5(“7 V)

S(a(x),0(y)) = S(o(x),0(y")) = S(a(x),0(y")) = --- = S(o(u), o(v))
Si de plus o fixe x et S(x,y) on a

S(x,) = S(x,0()) = S(o(x),7(y)) = -+ = S(ar(u), o(v))

Conclusion : (x,y) ~a - (x,y) ~ - ~a-(u,v)

L'orbite est stable sous cette action de C(S(x, y), x)-automorphismes de K et
C(S(x,y), y)-automorphismes de K, qui préservent les adjacences.
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Le groupe généralisé

On pose k = C(S(x,y)), k(O) le corps engendré par les coordonnées
d’éléments de |'orbite.

Proposition
Les extensions k(O)/k(x) et k(O)/k(y) sont Galoisiennes.
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Le groupe généralisé

On pose k = C(S(x,y)), k(O) le corps engendré par les coordonnées
d’éléments de |'orbite.

Proposition
Les extensions k(O)/k(x) et k(O)/k(y) sont Galoisiennes.

Notons G, et G, leurs groupes de Galois respectifs, G = (G, G,)
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Le groupe généralisé

On pose k = C(S(x,y)), k(O) le corps engendré par les coordonnées
d’éléments de |'orbite.

Proposition

Les extensions k(O)/k(x) et k(O)/k(y) sont Galoisiennes.
Notons G, et G, leurs groupes de Galois respectifs, G = (G, G,)
Théoréme (B., Hardouin 22)

Le groupe G agit fidélement et transitivement sur |'orbite par
automorphismes de graphe. Cette action est finiment engendrée.
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Exemple sur GM*

(02, 1) (-2, 1)
Y1 (207!
(x:5) ¥
(x,y) id
¢1 (Z,}’) (_)0/4%7}/) ¢2
P1P2 \ 1(27%2) (a7, —22) ) X;iz)21/1¢1
(Xy Za;) (_17_7)
P1YP1 D2V P2
(—57%2 (=4, -2%)
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Petits pas qui reculent : exemple de GM*

K 2 X
X, Y)=pY+ =+ XY+ I+ —
S(X,Y) pY + 5yt +A ty

KX, Y, t) = XY — t (uXY2 + i+ X3Y2 £ AX2Y + X?)

KX, Y. QX Y, 1) = XY — t(X2 + 1) Q(X.0,1) — tuQ(0. Y, ) + t4Q(0,0,t)
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Petits pas qui reculent : exemple de GM*

K 2 X
X, Y)=pY+ =+ XY+ I+ —
S(X,Y) pY + 5yt +A ty

KX, Y, t) = XY — t (uXY2 + i+ X3Y2 £ AX2Y + X?)

KX, Y. QX Y, 1) = XY — t(X2 + 1) Q(X.0,1) — tuQ(0. Y, ) + t4Q(0,0,t)

KX, Y, )Q(X, Y, t) = XY + A(X, t) + B(Y, t)
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t-équivalence

t"|An, By, C, polynémes
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t-équivalence

Cona (X, Y)[[1]] = ZB XC\(/z/)

An, Bn, C, polyndmes

Il existe une relation d'équivalence = sur Cy,,1(X, Y)[[t]] compatible avec
I’addition et la multiplication.
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t-équivalence

Cona (X, Y)[[1]] = ZB XC\(/z/)

An, Bn, C, polyndmes

Il existe une relation d'équivalence = sur Cy,,1(X, Y)[[t]] compatible avec
I’addition et la multiplication.

t-Invariants : (X, t) = J(Y,t)
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t-équivalence

Cru (X, Y)[[t]] = {Z B.( XC\(/z/) A, Bn, C, polynémes}

Il existe une relation d'équivalence = sur Cy,,1(X, Y)[[t]] compatible avec
I’addition et la multiplication.

t-Invariants : (X, t) = J(Y,t)

Lemme
Si les coefficients de (X, t) et J(Y,t) n'ont pas de pdle en X =0 et
Y =0, alors il existe A(t) € C|[[t]] telle que

I(X,t) = J(Y,t) = A(t) € C[[¢]
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t-équivalence

Conl VI =4 3 5 B0

An, Bn, C, polyndmes

Il existe une relation d'équivalence = sur Cy,,1(X, Y)[[t]] compatible avec
I’addition et la multiplication.

t-Invariants : (X, t) = J(Y,t)

Lemme
Si les coefficients de (X, t) et J(Y,t) n'ont pas de pdle en X =0 et
Y =0, alors il existe A(t) € C|[[t]] telle que

I(X,t) = J(Y,t) = A(t) € C[[t]]
Intérét : les solutions d'équations d'une variable catalytique sont

algébriques (Popescu, Bousquet-Mélou—Jehanne,
Notarantonio—Yurkevych. . .)
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Preuve générique d'algébricité
(Bernardi, Bousquet-Mélou, Raschel)

Equation de la forme suivante (petits pas qui reculent)

KX, Y, t)Q(X,Y,t) = XY + A(X, t)+ B(Y,t)
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Preuve générique d'algébricité
(Bernardi, Bousquet-Mélou, Raschel)

Equation de la forme suivante (petits pas qui reculent)

KX, Y, t)Q(X,Y,t) = XY + A(X, t)+ B(Y,t)

XY = F(X,t)+ G(Y,t) (1)
0= XY +A(X,t)+ B(Y, t) ()
(X, t) = A(X,t) + F(X, ) = =B(Y,t) = G(Y, 1) = J1(Y, 1) | (3)




Introduction Orbite et formalisme Galoisien Invariants et découplage
o] 000000000 0000000000000 000

Preuve générique d'algébricité
(Bernardi, Bousquet-Mélou, Raschel)

Equation de la forme suivante (petits pas qui reculent)

KX, Y, t)Q(X,Y,t) = XY + A(X, t)+ B(Y,t)

XY = F(X,t)+ G(Y,t) (1)
0= XY +A(X,t)+ B(Y, t) ()
(X, t) = A(X,t) + F(X, ) = =B(Y,t) = G(Y, 1) = J1(Y, 1) | (3)

\ h(X,t) = h(Y, r)\ (4)
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Preuve générique d'algébricité
(Bernardi, Bousquet-Mélou, Raschel)

Equation de la forme suivante (petits pas qui reculent)

KX, Y, t)Q(X,Y,t) = XY + A(X, t)+ B(Y,t)

XY = F(X,t)+ G(Y,t) (1)
0= XY +A(X,t)+ B(Y, t) ()
(X, t) = A(X,t) + F(X, ) = =B(Y,t) = G(Y, 1) = J1(Y, 1) | (3)

\ h(X,t) = h(Y, r)\ (4)
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Preuve générique d'algébricité
(Bernardi, Bousquet-Mélou, Raschel)

Equation de la forme suivante (petits pas qui reculent)

KX, Y, t)Q(X,Y,t) = XY + A(X, t)+ B(Y,t)

XY = F(X,t)+ G(Y,t) (1)
0= XY +A(X,t)+ B(Y, t) ()
(X, t) = A(X,t) + F(X, ) = =B(Y,t) = G(Y, 1) = J1(Y, 1) | (3)

\ h(X,t) = h(Y, r)\ (4)

P(Il(X7t)7l2(X7 t)) = ’D(Jl(Y7 t)7J2(Y’ t)) (5)
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Preuve générique d'algébricité
(Bernardi, Bousquet-Mélou, Raschel)

Equation de la forme suivante (petits pas qui reculent)

KX, Y, t)Q(X,Y,t) = XY + A(X, t)+ B(Y,t)

XY = F(X,t)+ G(Y,t) (1)
0= XY +A(X,t)+ B(Y, t) ()
(X, t) = A(X,t) + F(X, ) = =B(Y,t) = G(Y, 1) = J1(Y, 1) | (3)

\ h(X,t) = h(Y, r)\ (4)

P(Il(X7t)7l2(X7 t)) = ’D(Jl(Y7 t)7J2(Y’ t)) (5)

P(Il(X7 t)a I2(X7 t)) = 'D(Jl(y7 t)a J2(Y7 t)) = D(t) (6)
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Preuve générique d'algébricité
(Bernardi, Bousquet-Mélou, Raschel)

Equation de la forme suivante (petits pas qui reculent)

KX, Y, t)Q(X,Y,t) = XY + A(X, t)+ B(Y,t)

XY = F(X,t)+ G(Y,t) (1)
0= XY +A(X,t)+ B(Y, t) ()
(X, t) = A(X,t) + F(X, ) = =B(Y,t) = G(Y, 1) = J1(Y, 1) | (3)

\/2(X, t) = h(Y, r)\ (4)
P(Il(X7t)7l2(X7 t)) = ’D(Jl(Y7 t)7J2(Y’ t)) (5)
P(Il(X7 t)a I2(X7 t)) = 'D(Jl(y7 t)a J2(Y7 t)) = D(t) (6)

= Q(X,Y,t) est algébrique sur C(X, Y, t)
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Fractions et éléments de k(QO)

Pour H(X, Y, t) = ggﬁ‘;g et K ne divisant pas B (H réguliére),

Heu,vy = H(u,v,1/5(x,y)) € k(O) est bien définie pour (u,v) € O.
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Fractions et éléments de k(QO)

Pour H(X, Y, t) = ggﬁ‘;g et K ne divisant pas B (H réguliére),
Heu,vy = H(u,v,1/5(x,y)) € k(O) est bien définie pour (u,v) € O.

Hc = Z(u,v)eo CL’:VH(“N) € k(O)
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Fractions et éléments de k(QO)

Pour H(X, Y, t) = ggﬁ‘;g et K ne divisant pas B (H réguliére),

Heu,vy = H(u,v,1/5(x,y)) € k(O) est bien définie pour (u,v) € O.

H. = Z(u,v)eo C,_,)VH(U’V) S k(@)
Exemple : ¢ = (x,y) +2(x,y") — (u,v) et H= XY?
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Fractions et éléments de k(QO)

Pour H(X, Y, t) = ggﬁ‘;g et K ne divisant pas B (H réguliére),

Heu,vy = H(u,v,1/5(x,y)) € k(O) est bien définie pour (u,v) € O.

H. = Z(u,v)eo C,_,)VH(U’V) S k(@)
Exemple : ¢ = (x,y) +2(x,y") — (u,v) et H= XY?

He = xy? + 2x(y')? — uv?
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Invariants et découplage Galoisien

Proposition
HX,Y,t)= H(X,Y,t) = H(x,y,1/5(x,y)) = H'(x,y,1/S5(x,y)).
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Invariants et découplage Galoisien

Proposition
H(X, Y, t) = H'(X, Y, t) = H(x,y,1/5(x,y)) = H'(x,y,1/S(x.y)).
‘ —equivalence | Egalité dans k(O) |

[
[ Invariants [ I(X,t) = J(Y,1) [ F€k(x)Nk(y) = kin |
[ Decouplage | (X, Y,0) = FIX, 0+ 61V, 8 | AGuy. /SGoy)) = 7 78 €K T K0) |
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Invariants et découplage Galoisien

Proposition

H(X, Y, t) = H'(X, Y, t) = H(x,y,1/5(x,y)) = H'(x,y,1/S(x.y)).
‘ | t-equivalence | Egalité dans k(O)

[ Invariants [ I(X,t) = J(Y,1) [ F€k(x)Nk(y) = kinv

H(x.y.1/5(x.y)) = f + g € k(x) + k(¥) |

| Découplage | H(X,Y,t) = F(X,t) + G(Y.t)

Existence de t-invariants/t-découplage de H seulement si et seulement si
existence d'invariants découplage Galoisien qui admettent un relévement.
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Invariants

Théoreme (Fried 78; B., Hardouin 22)
Il'y a équivalence entre
1. Orbite finie
2. Groupe fini
3. Existence d'invariants Galoisiens non-triviaux
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Invariants

Théoreme (Fried 78; B., Hardouin 22)

Il'y a équivalence entre
1. Orbite finie
2. Groupe fini
3. Existence d'invariants Galoisiens non-triviaux

Algo : si I'orbite est finie, on montre que ki, = k(f) pour f
transcendant sur k, et f est n'importe quel coefficient d'un polynéme
annulateur des coordonnées gauches ou droites de I'orbite.
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Théoreme (Fried 78; B., Hardouin 22)

Il'y a équivalence entre
1. Orbite finie
2. Groupe fini
3. Existence d'invariants Galoisiens non-triviaux

Algo : si I'orbite est finie, on montre que ki, = k(f) pour f
transcendant sur k, et f est n'importe quel coefficient d'un polynéme
annulateur des coordonnées gauches ou droites de I'orbite.
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Découplage

Considérons a une O-chaine induite par un cycle bicolore :

(nva)
A
~ (u1,v1) (u2,v2) ~ a = (u1,v2) — (u1,v1) + (u2, v3) — (u2, v2) + (u3, v1) — (us, v3)
a l F(X)a = F(u1) — F(u1) + F(u2) — F(u2) + F(usz) — F(us) =0
+(u3,v) (12,v3) F G(Y), = G(v2) — G(v1) + G(v3) — G(v2) + G(v1) — G(v3) = 0

_ (us,v)
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Si H(X,Y,t) découple, alors H, = 0.
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Si H(X,Y,t) découple, alors H, = 0.

Réciproque ?



Introduction Orbite et formalisme Galoisien Invariants et découplage
o] 000000000 00000000 e0000000
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Un triplet de 0-chaines (7x, vy, ) est un découplage de (x,y) si
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® H, € k(x) pour toute H(X, Y, t) réguliére
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S'il en existe un, alors pour tout H(X, Y, t) réguliére

Hix.y) = Hy, + Hy, + Ha
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Découplage dans |'orbite

Un triplet de 0-chaines (7x, vy, ) est un découplage de (x,y) si

°* (xy)=wty o
H,, € k(x) pour toute H(X, Y, t) réguliére

® H,, € k(y) pour toute H(X, Y, t) réguliere
® H, =0 si H découple

S'il en existe un, alors pour tout H(X, Y, t) réguliére

Hix.y) = Hy, + Hy, + Ha

H découple si et seulement si H, = 0, et dans ce cas son découplage est
donné par H(x,y,1/S(x,y)) = H,, + H,,.
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|dée maltresse

C(x",y") o C(x",y") = Clox - (x", y"))
(xy) - - (ooxy)) &—— (xy)  +
(X/,y) + + (o’x(x’)70')<(y)) (XW y)
<y = = (ox(x), 0x(y")) T

X"y + o (x" L Ox /
( ly) + ( ( 1 (ux(x//%y//)_
(x".y") - 0 (ox(x"), 0x(y"))

Vo € Gy, 0x - Hepor yy = He(wrryry done Hegor iy € k(x) si H découple



v—(xy)=C(v)+C'(v)

1 1 1 )
@ZV—(X7Y):@‘;C(V)+@ZC(V)

veO veO
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v—(xy)=C(v)+C'(v)
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Découplage dans I'orbite

Théoréme (B., Hardouin 23)

Dans toute orbite finie, (x,y) admet un découplage (explicite).
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Découplage dans |'orbite

Théoréme (B., Hardouin 23)

Dans toute orbite finie, (x,y) admet un découplage (explicite).

Si de plus I'orbite vérifie une propriété de distance-transitivité (qui n'est
pas systématique), alors le découplage est donné commme combinaison
de 0-chaines symétriques explicites (qui sont de la forme)

Z (u,v) ou Z (u,v)

(u,v)€O|P(u)=0 (u,v)€O|P(v)=0
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Découplage dans |'orbite

Théoréme (B., Hardouin 23)

Dans toute orbite finie, (x,y) admet un découplage (explicite).

Si de plus I'orbite vérifie une propriété de distance-transitivité (qui n'est
pas systématique), alors le découplage est donné commme combinaison
de 0-chaines symétriques explicites (qui sont de la forme)

Z (u,v) ou Z (u,v)

(u,v)€O|P(u)=0 (u,v)€O|P(v)=0

Formule

Y J 1
t |0\Z‘ "Zm X M v mz‘y"zm Df o

J Odd Jj odd




(aay) = (xa)

N 73)\X2/S(X.y) — pA/S(x,y) — 4x N -y —4

40 +p)/S(x,y) 4y
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(x3,1) (xa; 1)

o (a)

(32, y3) =

(xs.2)
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30/ S(x,y) = pA/S(x,y) — 4x
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(x3,1) (xa; 1)

e 42 + 1) /S(x,y)
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